
5 дәріс.Толық дифференциалдық теңдеулер. Екінші ретті дифференциалдық теңдеулер. Коши теоремасы
 ТОЛЫҚ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫ ТЕҢДЕУ

Бірінші ретті дифференциалдық теңдеу қарастырайық

[image: ].                                            (9)

Егер осы теңдеудің сол жағы екі айнымалыдан тәуелді қандай да бір [image: ] функцияның толық дифференциалы болса, яғни:
 
[image: ]
және  
[image: ]

теңдіктері орындалса, онда (5) теңдеу толық дифференциалды теңдеу деп аталады. Бұл жағыдайда теңдеуді 

[image: ][image: ]

деп жазуға болады. Осыдан [image: ] жалпы интеграл шығады.
(9) теңдеу  толық дифференциалды теңдеу болу үшін 

[image: ]                                        (10)

шартының орындалуы қажетті және жеткілікті.
	[image: ] функциясын табу үшін толық дифференциал қасиетін қолданамыз:  [image: ] теңдеуінің сол жағы [image: ] функциясының толық дифференциалы болғандықтан, оны қалпына келтіру үшін 

           [image: ]                               (11) 
немесе

[image: ]                                (12)

 интегралдау амалын жүргіземіз. Мұндағы, [image: ] нүкте [image: ] және [image: ] функцияларының анықталу облысына кіретін кез келген нүкте. 
	Мысал. Дифференциалдық теңдеудің жалпы интегралын табу керек:

[image: ]

Шешуі. Мұнда [image: ]  және  [image: ]. 

Толық дифференциалдық теңдеу болудың шартын тексереміз:

[image: ] және [image: ].

Бұл екі дербес туынды өз-ара тең, олай болса берілген теңдеу
толық дифференциалдық теңдеу, [image: ]. Осы теңдеу шешімін  (11) интегралды қолданып табайық 

[image: ]

Интегралдаймыз:

[image: ]

 Осыдан шектерін қойып есептесек, жалпы интегралды аламыз:

[image: ].

Интегралдың төменгі шектегі мәндері тұракты сан болғандықтан, олардың барлығы С тұрақтыға біріктірілді. 
	Толық дифференциалдық теңдеу болудың шарты орындалмай қалған кезде, яғни

[image: ]

болғандағы жағдайды қарастырайық. Бұл жағдайда теңдеуді  интегралдаушы көбейткіш деп аталатын [image: ] функциясына  көбейтіп теңдеуді толық дифференциалдық теңдеуге айналдыруға болады:
[image: ].

	Интегралдаушы көбейткішті  мынадай шарттар орындалғанда табуға болады:
1) Егер     [image: ]   қатынасы тек  [image: ] -тен тәуелді функция болса, онда[image: ] мынаған тең

[image: ] .

2) Егер     [image: ]   қатынасы тек  [image: ] -тен тәуелді функция болса, онда[image: ] мынаған тең

[image: ] .

ЕКIНШI РЕТТI  ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ

	Анықтама. Екінші ретті дифференциалдық теңдеу деп  х тәуелсіз айнымалы, одан тәуелді [image: ] функция және оның түрлі ретті туындыларын өз ара байланыстыратын теңдеуді айтамыз

[image: ]                                         		(1)

	Дифференциалдық теңдеудің екінші ретті туындыға қатысты ашылып жазылуы: 

[image: ].                                                    (1') 
 
  	Осы теңдеуді тепе-теңдікке айналдыратын [image: ] функция дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі деп аталады, мұндағы [image: ] мен [image: ] ерікті тұрақтылар. 	
	Дифференциалдық теңдеудің берілген бастапқы шартты қанағаттандыратын дербес шешімін табуды Коши есебі дейді. Коши есебінде бастапқы шарт 

[image: ], [image: ].                                            (2)

түрінде беріледі.
	Егер [image: ] мен [image: ] нақты бір мәнінде, [image: ] мен [image: ],  (2)  бастапқы шартты  [image: ] қанағаттандырса, бұл шешім дербес шешім деп аталады. 
	Мысал.  [image: ]  функциясы 

[image: ]

екінші ретті дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі екенін көрсетіп, 
[image: ], [image: ]

бастапқы шартын қанағаттандыратын дербес шешімін табу керек. 
	Шешуі. Берілген функцияның бірінші және екінші ретті туындыларын табамыз:
[image: ], [image: ].

Табылған мәндерді теңдеуге қоямыз:

[image: ]

[image: ]  [image: ]

Теңдеу тепе-теңдікке айналды, яғни берілген функция дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі екен. 
	Енді бастапқы шартын қанағаттандыратын дербес шешімін табуға көшейік. [image: ], [image: ], [image: ] мәндерді берілген функция мен оның туындысының орнына қоямыз да, [image: ] мен [image: ] тұрақтыларға қатысты жүйе аламыз. Жүйені шешіп еркін тұрақтыларды табамыз:

[image: ]

Сонда берілген дифференциалдық теңдеулердің берілген бастапқы шартты қанағаттандыратын дербес шешімі:

[image: ]. 

РЕТІН ТӨМЕНДЕТУГЕ БОЛАТЫН ЕКІНШІ РЕТТІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР

1.  Егер  (1')  дифференциалдық теңдеудің оң жағы тек х-тен тәуелді функция болса, яғни: 

[image: ],

 онда теңдеуді біртіндеп интегралдау арқылы шешеді.
[image: ] болғандықтан, теңдеуді 

[image: ].

түрінде жазамыз. Теңдеуді мүшелеп интегралдап, 

[image: ] 

аламыз,  мұндағы  [image: ] - еркін тұрақты.
	Енді  [image: ]  екенін ескеріп, 
[image: ]

теңдеуін аламыз.
Теңдеуді мүшелеп интегралдап, теңдеудің жалпы шешімін аламыз:

[image: ],

мұндағы,  [image: ] - еркін тұрақты.
Мысал. Мына дифференциалдық теңдеуді шешейік: 

[image: ].
Шешуі.  у=[image: ] болғандықтан, бастапқы  теңдеу 
  [image: ] 

теңдеуімен мәндес. Теңдеуді мүшелеп интегралдап,

у=[image: ] 
аламыз. 
Енді  [image: ]  екенін ескеріп, 
[image: ] 

теңдеуін аламыз. Теңдеуді мүшелеп интегралдап, берілген екінші ретті дифференциалдық теңдеудің  жалпы шешімін аламыз
[image: ],

мұндағы [image: ] мен С2  - еркін тұрақтылар.

2. Егер дифференциалды теңдеу жазылуында у(х) функция кірмесе, яғни: 

[image: ],
онда теңдеуді шешу үшін: 
[image: ]

деген айнымалы енгізіліп, реті төмендетіледі. Мұндағы [image: ] айнымалы х-тен тәуелді функция деп қарастырамыз, [image: ]. Сонда, [image: ], [image: ] екендігін көреміз. Осы мәндерді теңдеуге қойсақ, бірінші ретті дифференциалдық теңдеу аламыз:

[image: ]. 

Теңдеуді шешіп, [image: ]-ті табамыз, [image: ]. Табылған функцияны [image: ]  теңдеуге қоямыз

[image: ].

Тағы бір рет интегралдап екінші ретті дифференциалдық теңдеу шешімін табамыз:

[image: ].

Мысал. [image: ] дифференциалдық теңдеуді шешейік. 
Шешуі. [image: ] деген айнымалы енгізсек, [image: ], теңдеу бірінші ретті дифференциалды теңдеуге келеді: 

[image: ].
х-ке бөліп, 
[image: ]

сызықты теңдеу аламыз, мұнда, [image: ] , [image: ].  Теңдеудің шешімін табу үшін екінші дәрістегі  (3) формуланы қолданамыз:

[image: ][image: ][image: ]

[image: ][image: ].

Сызықты теңдеу шешімі: [image: ].  
[image: ] болғандықтан, 

[image: ], [image: ]. 

Мүшелеп интегралдаймыз:

[image: ].

Соңында берілген  екінші ретті дифференциалдық теңдеу шешімін табамыз:

[image: ].

3. Егер дифференциалды теңдеу жазылуында х  тәуелсіз айнымалы кірмесе, яғни:

[image: ],

онда теңдеуді шешу үшін у-ті тәуелсіз айнымалы деп, 

[image: ]

деген айнымалы енгізіліп, реті төмендетіледі. Мұндағы, [image: ] айнымалы [image: ]-тен тәуелді функция деп қарастырамыз, [image: ]. 
Сонда,
[image: ], [image: ]

екендігін көреміз. Осы мәндерді теңдеуге қойсақ, бірінші ретті дифференциалдық теңдеу аламыз:

[image: ]. 

Теңдеуді шешіп, [image: ]-ті табамыз, [image: ]. Табылған функцияны [image: ]  теңдеуге қоямыз:

[image: ].

Айнымалысын ажыратып, [image: ], мүшелеп  интегралдап, екінші ретті дифференциалдық теңдеу шешімін табамыз:

[image: ],

мұндағы, [image: ] мен С2  - еркін тұрақтылар.

Мысал. [image: ] дифференциалдық теңдеуді шешейік. 
Шешуі. [image: ] деп алсақ, онда: 

[image: ],
және берілген теңдеу 
[image: ]

түріне келеді. Бұл айнымалысы ажыратылатын теңдеу: 

[image: ].
Интегралдасақ, 

[image: ],  [image: ].

[image: ] болғандықтан, [image: ], осыдан: 
[image: ]

немесе  екінші ретті дифференциалдық теңдеу шешімін табамыз:

 [image: ].

Теориялық сұрақтар: 
· Егер дифференциалдық теңдеу жазылуында х  тәуелсіз айнымалы кірмесе, яғни [image: ], реті қалай төмендетіледі? 
· Егер дифференциалдық теңдеу жазылуында ізделінді   функция кірмесе, яғни [image: ], реті қалай төмендетіледі? 
[bookmark: _GoBack] 
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